Chapitre 06. Séries numériques et transformée de Fourier

Corrigés des exercices [N BN,
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Solution
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a.v():

. L 1 (7"
b. Le terme général de cette série est v,, = - X (;) .

. 3 N
La suite (V) nen st de la forme vy X q™ avec q = o (V) nen €st donc une suite géométrique. On
en déduit que :

n 1 3k 1 n (3\K o
LV, = k=03 X (7) = g X 2k=0 (7) (par linéarité de la somme)
- 1.1 1 1 7
c. |q| < 1, la série Y, v, converge donc vers lasomme S = 5 X T X iy
7
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Solution
a. On considere la série S,, de terme général u,, :
7 1 o
Sn = Dhe1Uk = Xh=1 w = 7XZ;§=1E = 7 X XR=1 Vi (par linéarité de la somme)

Y.V, est une série de Riemann de terme général v, = ou @ =6, la série ), v, est donc

ne

convergente car a >1 ce qui implique que ), u,, I'est également.

b. La somme de la série ), u,, peut étre déterminée a I'aide de plusieurs outils numériques :

Tl-nspire Script Python Numworks
Q&S 0 #* o™=
; from math import »*
Riemann.py
*Classeur ) from math import x = def riemann(n,alpha):
2 s=0
@ 6 def Riemann(n,alpha): for i in range(l,n+1):
( —6] S=20 s+=1/1ixxalpha
7' n 135 for i in range(1,n+1): return s
S+=1/1ixkalpha
n=1 return S

«

Console

>>>
>>> 7xRiemann(1000000,6) >>> from riemann import
7.121401433891087 >>> T*xriemann(1000000,6)
; 7.121401433891087

>>> pixk6/135 >5> pikx6/135
7.121401433891143 7.121401433891143
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Solution

La fonction f associée au signal est une fonction m —périodique définie par :

T
f(t) = =3 pour tout nombre 0 <t < >

T
f(t) =0 pour tout nombre > <t<m

Calculde ay :
ag = %fonf(t) dt = %[foff(t) dt + fgnf(t) dt] d’apreés la relation de Chasles

Donc a, =%[f05(—3)dt+0] = %x [—3t]2 = %x“%’t: _%
Calculde a,, :

. . 2 2
La pulsation du signal est w = ?” = ?” = 2.

En utilisant la méme méthode que pour le calcul du coefficient a, on obtient :

ay = %fonf(t) x cos(2nt) dt = %fg—B X cos(2nt) dt

T
Sa, = —%fg cos(2nt) dt par linéarité de I'intégrale
6 sin(2nt) % 6 sin(nxm)  —3xsin(nxm)
(E}an=—;><[ 2n ]0=_;X m nm
=a,=0
Calcul de b, :

En utilisant la méme méthode que précédemment il vient :

by = 2 [ (&) xsin(2nt) dt = 2 [z -3 x sin(2nt) dt

S b, = —%fgsin(Znt) dt par linéarité de l'intégrale
T

6 [— cos(Znt)r 3 (—cos(n X ) 1> 3(cos(n x ) — 1)
o b, = —ox | TSRS (TS X 2

T 2n o T n n nm

3((-D"-1)
Sbhy=— 2
nm

Représentation de la somme partielle de la série de Fourier étudiée (pour 30 harmoniques) :

A il i N

-nf2 0\ njzV VF’!

— —
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Solution

a. Le signal représenté ci-dessous est associé a la fonction f.

k X e« N

5

» X Sl q

b. La représentation graphique de la fonction f est symétrique par rapport a I'origine du repére, ce
qui permet d’affirmer que la fonction f est impaire.

c. La fonction f étant impaire, on en déduit que les coefficients de la série de Fourier relative a la
fonction f sont alors définis pour tout nombre n € N* par :

eay,=a,=0

b ifgf(t)><sin(n><2—”><t) dt = % —10 x sin(2nt) dt
n T-0 T - mJ0

40 & s, e .
Donc b,,= —?foz sin(2nt) dt par linéarité de I'intégrale et il vient :

T

40 cos(2nt) 12 ]

b,=— [ >< (cos(nm) —1)

s 2n

On en déduit que b, = % x(-D"-1)
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Solution

f est une fonction périodique et continue par morceaux. L’égalité de Parseval nous permet alors de
noter :

J IF(O2dt = ag? + = Z(an + by?) = ap? +
1 (" 16><( 1yn
@Ef_n |4t2|2dt:< ) 22( )

Tt an?\* 1 X256
@—f [4t?12dt = (—| + 5 ) —
2 J_, 3 n

n=1

+ 00

N| =

S

4

2 2
@% f_"n t*dt = (4%) + 128 ¥}t ni par linéarité de I'intégrale et de la somme

2

16 4m? 1 . .
o — On ttdt = (% + 128 3% — carlafonction t — t* est paire
16 [t51" am2\? 4o 1 16 m° an?\? too 1
orl5l, = (5) +18zin o e 2xTs (T) 128205
16n*  16m* +oo 1 64m* ™ oteo 1
5 ;- = 12805 a5 = 128 Xp2 T 9 T 4n=1
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La série de terme général —; est une série de Riemann avec a@ = 4. La valeur de a est supérieure a 1,

4
;. s \ , o
cette série est donc convergente et sa somme vaut % d’apres I'étude précédente.
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